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演習の進め方

• 授業時間内にいくつかの問題をレポート用紙 (A4だと助かる)に解
いて提出してください. たくさん解けなかった場合でも, 授業中に
物理を考えていたことがわかるように何か書いて提出して下さい.

これで出席とします.

• 暇と興味のある人は, 次の週の水曜日までに, 好きなだけ問題を解
いて, レポートとして 413B の前のポストに提出して下さい.

• 次回に問題 (の一部)を解説し, 間に合えばレポートを返却します.

[2-1] Hamilton の原理 と Euler-Lagrange 方程式

質量 m の粒子を考える. 鉛直の 1次元空間で, 重力 F = −mg がはた
らいている. 始点 z0 を 時刻 t0 に, 終点 z1 を時刻 t1 に通過する運動の
うち, 作用積分

S =

∫ t1

t0

dt L(z, ż, t) =

∫ t1

t0

dt
[m

2
ż(t)2 −mgz(t)

]
(1)

が最小になるようなものを求めよ.
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[2-2] Euler-Lagrange 方程式と保存量

1. 2次元の自由粒子の Lagrangian L(x, y, ẋ, ẏ, t) を, Decartes 座標
(x, y) を使って書き, Euler-Lagrange の方程式を解いて運動方程式
を求めよ.

2. 2次元の極座標 (r, θ) を用いる. 中心力 potential V (r) のもとでの
点粒子の Lagrangian L(r, θ, ṙ, θ̇, t) を書け. Euler-Lagrange の方程
式を解いて, 角運動量保存則と動径方向の (遠心力の入った)運動方
程式を導け.

[2-3] 2点を結ぶ最短の曲線

平面上に 2点 (x0, y0), (x1, y1) が固定されている. 2点を両端とする (適
当になめらかな)曲線のうち, 長さが最短であるものを変分法を用いて求
めよ.

Hint. 曲線を y = y(x) と書き, 曲線の長さを
∫ x1

x0
dx f(y, y′, x) の形で書い

て変分せよ.

[2-4] 変分法

1. 3次元空間に重力がはたらいている. 鉛直方向の平面に含まれる 2

点 (x0, z0), (x1, z1) がある. 一様な線質量密度を持つロープを, 好き
な長さだけ使って, この 2点の間に張り渡す. ロープの形を変えて,

ロープの重力 potential エネルギーが最小になったとする. この時
のロープの曲線の形を表す関数の従う微分方程式を求めよ.

2. 平面上の 2点 (x0, y0), (x1, y1) を, 好きな長さの曲線でつなぐ. この
曲線を y 軸のまわりに回転させてできる曲面を考える. この曲面の
長さが最小になっているとき, 曲線を表す関数の従う微分方程式を
求めよ.

3. 変分を, 上で用いた ‘曲線を表す関数’ の逆関数 ( z = z(x) なら
x = x(z) )について対して行ない, 微分方程式を得よ.

Remark. これらの微分方程式は実はいずれも積分でき, 懸垂線 (cosh)になる.

2


