
量子力学 I 演習 問題 (第 9回)

樋口 さぶろお∗

1997年 6月 23日

教科書を買っていない人のための水素原子 水素原子中の電子の量子力
学は, 上の中心力場の問題で

U(r) = − e2

4πε0r

とおいた場合に相当する. この場合, 動系方向の波動関数 χ(r) = R(r) に
たいする Schrödinger 方程式
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χ(r) = Eχ(r)(1)

を考える ( ` は方位量子数, すなわち, 角度部分の波動関数のL2 の固有値
が `(` + 1)h̄2). 方程式 (1) の解は, 固有値の小さい方から nr = 1, 2, 3, . . .

と番号づけると,

` = 0, nr= 1, χ(r) ∝ r
a0

e−r/a0 .

nr= 2, χ(r) ∝ r
a0

(1− r
2a0

)e−r/2a0 .

` = 1, nr= 1, χ(r) ∝ ( r
a0

)2e−r/2a0 .

` = `, nr= 1, χ(r) ∝ ( r
a0

)`+1e−r/(`+1)a0 .

などのようになることが知られている (導出は [1, 3-5]). 固有値は, E =

−(` + nr)
−2me4/32π2ε2

0h̄
2. ただし, a0 = 4πε0/e

2m は Bohr 半径.

普通は, 解を label するのに, (`, nr) でなく, (n, `) = (nr + `, `) を用
いる. n = 1, 2, 3, . . . , ` = 0, 1, 2, . . . , n − 1 である. n を主量子数とい
う. R20(r), χ21(r) などとかいたら, Rn=2,`=0(r), χn=2,`=1(r) という意味で
ある. ` = 0, 1, 2, . . . のかわりに, 記号 s,p,d,f,. . . を使うこともある.
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[9-1] 水素原子

量子数 (n = 2, ` = 1,m = −1) で表される波動関数 ψn`m(r, θ, φ) =

Rn`(r)Θ`m(θ)Φm(φ) を, 求め, 規格化せよ. 以下の公式が役に立つかもし
れない．

∫
dθ sin3 θ =

1

12
cos 3θ − 3

4
cos θ,

∫ ∞

0

dx e−axxα =
Γ(α + 1)

aα+1
.

[9-2] 水素原子

(n, `) = (2, 0) について, 軌道の平均 2 乗半径 〈r2〉 を求めよ.

[9-3] 水素原子

(n, `) = (1, 0) について, ポテンシャルエネルギー, 運動エネルギーの期
待値 〈U(r)〉, 〈−p2/2m〉 を求めよ.

[9-4] 1次元の井戸型ポテンシャル

質量mの粒子が, 1次元空間を,幅 2a,深さ U0 の ‘井戸型’ポテンシャル

U(x) =





0 x < −a 領域 I

U0(< 0) |x| < a 領域 II

0 x > +a 領域 III

(2)

のもとで運動している. 束縛状態のエネルギーを求めよ (注: エネルギー
は超越関数を含んだ方程式の根として与えられるが, その方程式は解けな
いので, 方程式をできるだけ簡単化するだけでよい). 基底状態, いくつか
の励起状態の波動関数の概要を示せ.

解き方が思いうかばない人は, 以下の手順に従ってもよい. 規格化は気
にしなくてよい.

1. エネルギーを E とおき, 領域 I, II, III で, それぞれ Schrödinger 方
程式を解け (それぞれ, 2 つの解の線型結合となる).

2. 領域 I, III で, |x| → ∞ での境界条件を課せ (一方の解のの係数が
0 になる).

3. 点 |x| = a で, 2つの波動関数が正しく接続するという条件を課せ.
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