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[4-1] 角運動量代数の復習

角運動量代数 [Sx, Sy] = ih̄Sz (あとは cyclic) を考える. S2 = S2
x + S2

y + S2
z と Sz の同

時固有状態が考えられるのだった. その, 規格化された同時固有状態を, |jm〉 とかく:

S2 |jm〉 = j(j + 1)h̄2 |jm〉 ,(1)

Sz |jm〉 = mh̄ |jm〉 ,(2)

〈jm|jm〉 = 1.(3)

1. S± := Sx ± iSy とおく. [Sz, S±] = ±h̄S±. を示せ.

2. 上を用いて, S± |jm〉 ∝ |j m± 1〉 を示せ.

3. 状態 S± |jm〉 を規格化定数を求め, S± |jm〉 =
√

(j ∓m)(j ±m + 1)h̄ |j m± 1〉 を
示せ.

Hint. 状態 |jm〉 は S2
x + S2

y = S2 − S2
z の固有状態.

[4-2] 角運動量の合成

Spin 1 を持つ 2つの (区別できる) boson i = 1, 2 があり, その spin 演算子を Si =

(Six, Siy, Siz) とかく. S2
1 と S1z の同時固有状態を um(m = −1, 0, +1) とし, S2

2 と S2z の
同時固有状態を vm(m = −1, 0, +1)とする.

すなわち

S2
1um = 1(1 + 1)h̄2um S1zum = mh̄um

S2
2vm = 1(1 + 1)h̄2vm S2zvm = mh̄vm

(4)

とする (いわば, um, vm ≡ |j = 1,m〉). 演算子 S = (Sx, Sy, Sz) をS = S1 +S2 と定義する.
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1. 状態 u1v1 がS2, Sz の同時固有関数であることを示せ. 固有値は何か. 式

2S1 · S2 = S1+S2− + S1−S2+ + 2S1zS2z(5)

が有用かもしれない (S± := Sx ±
√−1Sy).

2. 状態 u1v1 に S− を繰り返し作用させたものは, また S2, Sz の同時固有状態であり,

j = 2 の 5重項をなす. これらの固有状態を求め, 規格化せよ.

3. 他に, j = 1 の 3 重項, j = 0 の 1重項がある. これらに属する状態を求めよ.

[4-3] 角運動量の合成と Clebsch-Gordan 係数

2 つの角運動量 J1 = (Jx
1 , Jy

1 , Jz
1 ), J2 = (Jx

2 , Jy
2 , Jz

2 ) を考える. 交換関係は,

[J i
a, J

j
b ] = ih̄εijkJ

k
a δab (a, b = 1, 2, i, j, k = x, y, z)(6)

である. 全角運動量を J = J1 + J2 とする.

4 つの演算子 J2
1,J

2
2, J

z
1 , Jz

2 は互いに可換なので, 規格化されたこれらの同時固有状態
|j1j2; m1m2〉を考えるのは自然である:

J2
a|j1j2; m1m2〉 = ja(ja + 1)h̄2|j1j2; m1m2〉,(7)

Jz
a |j1j2; m1m2〉 = mah̄|j1j2; m1m2〉.(8)

一方, 別の 4つの演算子 J2
1,J

2
2,J

2, Jz = Jz
1 + Jz

2 も互いに可換なので, 規格化されたこ
れらの同時固有状態 |j1j2; jm〉を考えるのも自然である:

J2
a|j1j2; jm〉 = ja(ja + 1)h̄2|j1j2; jm〉,(9)

J2|j1j2; jm〉 = j(j + 1)h̄2|j1j2; jm〉,(10)

Jz|j1j2; jm〉 = mh̄|j1j2; jm〉.(11)

これらの 2つの基底は, unitary 行列で結ばれる.

|j1j2; jm〉 =
∑
m1

∑
m2

|j1j2; m1m2〉〈j1j2; m1m2|j1j2; jm〉(12)

行列 〈j1j2; m1m2|j1j2; jm〉 の成分を Clebsch-Gordan 係数という.

1. 選択則 〈j1j2; m1m2|j1j2; jm〉 6= 0 ⇒ m = m1 + m2. を示せ.

Hint. 演算子 Jz − Jz
1 − Jz

2 = 0 を適当な状態ではさむ.

2. 具体例として, j1 = ` ∈ Z, j2 = s = 1/2 という, 電子の軌道角運動量とスピン角
運動量の合成を考える. Clebsch-Gordan 係数が zero にならないような j の値は何
か. その各々について, Clebsch-Gordan 係数が zero にならないような (m1,m2) を
(m1,m2)-平面に図示せよ.

Hint. 〈j1j2; m1m2|j1j2; jm〉 6= 0 ⇒ |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2.
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