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[9-1] 1次元の自由粒子の伝播関数

時間に依存しない Hamiltonian Hのもとで時間発展する 1次元の粒子の波動関数 ψ(x, t)

を考える.

1. 時刻 t0 での波動関数 ψ(x, t0) がわかっているとき, 任意の時刻 t > t0 での波動関数
は, 伝播関数 K(x, t; y, t0) を用いて

ψ(x, t) =
∫

dyK(x, t; y, t0)ψ(y, t0)(1)

で与えられることを示せ. ただし, 伝播関数 K(x, t; y, t0) は

K(x, t; y, t0) =
∑

j

φj(x)φ∗j(y) exp(−iEj(t− t0)/h̄).(2)

ただし, {φj(x)}j=1,2,... は, H の固有関数からなる正規直交完全系, Ej は φj の固有値.

2. 伝播関数 K(x, t; y, t0) が, K(x, t; y, t0) = 〈x, t|y, t0〉 であることを示せ. ただし,

ψ(x, t) = 〈x| exp[−iHt/h̄]|ψ〉 であることに注意.

3. 伝播関数 K(x, t; y, t0) が微分方程式

[
∂

∂t
− 1

ih̄
H(x)

]
K(x, t; y, t0) = δ(x− y)δ(t− t0)(3)

を満たす Green 関数であることを示せ.

Hint. 右辺の δ-関数は, t < t0 で K(x, t; y, t0) = 0 よって ψ(x, t) = 0 となるように加えて
ある. ここでは, t > t0 の場合のみ考えればよい. つまり右辺の δ-関数は 0 だと思っ
てもよい.
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4. 自由粒子H = −(h̄2/2m)(d2/dx2) のとき,

K(x, t; y, t0) = m1/2(2πih̄(t− t0))
−1/2 exp

(
im(x− y)2

2h̄(t− t0)

)
(4)

であることを示せ.

5. (任意の potential に対し) 粒子が時刻 t0 に y で観測された場合に時刻 t に x で観測
される条件付確率密度が |K(x, t; y, t0)|2 で与えられることを説明せよ. この意味で,

K(x, t; y, t0) = 〈x, t|y, t0〉 であり, transition amplitude (遷移振幅) ともいう.

6. 自由粒子の, 運動量空間での伝播関数 〈p, t|p, t0〉 を求めよ.

7. (任意の potential に対し) この系の ‘分配関数’を,

Z(β) :=
∫

dxK(x, t; x, 0)
∣∣∣∣
t=−iβh̄

(5)

と定義する. このとき, 系の基底エネルギー E0が

E0 = lim
β→∞

− 1

Z(β)

∂Z(β)

∂β
(6)

と書けることを示せ.
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