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MCMC によるベイズ推定 計算機でベイズ推定

ベイズ推定はそう簡単にはできない… Hoff ベイズ §4 計算科学 I(2024)L08

ベイズ推定の値は，観測値 𝑦1, … , 𝑦𝑁 から定まる，パラメタ 𝜃の次の分布
の母ナントカ．

𝑓Θ|y(𝜃|𝑦) =
𝑓y|Θ(𝑦|𝜃)𝑓Θ(𝜃)

∫+∞
−∞

𝑓y|Θ(𝑦|𝜃)𝑓Θ(𝜃)d𝜃

心配

知ってる分布になる？（共役事前分布ならなる）
知らない分布なら？

▶ 分母の積分できる？
▶ E[Θ|𝑦] = ∫+∞

−∞
𝜃𝑓Θ|y(𝜃|𝑦)d𝜃 とかを自分で積分しないといけない．

事前分布 𝑓Θ(𝜃) どう決める？
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MCMC によるベイズ推定 計算機でベイズ推定

経験分布で代用

アイデア
母ナントカの計算が困難なら，𝑓Θ|y(𝜃|𝑦) からサイズ 𝑛の標本を抽出し
て，その分布 (経験分布 (empirical distribution)) から推定すればいい．
モンテカルロ法 (MC=Monte-Carlo methods)

母期待値 E[Θ|𝑦] ≃ 標本期待値 1
𝑛(𝜃1 + ⋯ + 𝜃𝑛)

母比率 ≃ 標本比率
母最頻値 ≃ 経験分布のヒストグラムの最大階級値
母中央値 ≃ 標本中央値

この 𝑛 は，計算時間さえかければいくらでも大きくできる．（貴重な）測
定値 𝑦𝑖 の個数 𝑁 とは別．

知ってる分布になる場合，R や Python の scipy.stats で，
stats.dist.rvs(size=n) で乱数を呼び出して取得できる．
知らない分布だったら？
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MCMC によるベイズ推定 計算機でベイズ推定

心配タイプ 1

知らない分布なら？
▶ サンプル抽出できる? = 分布にしたがう乱数ある？ 書ける？
▶ 分母が計算できないなら？ 比率 𝑓�|y(𝜃|𝑦)/𝑓�|y(𝜃′|𝑦) だけから乱数作れ
るといいな〜

ひとつの解決策
マルコフ連鎖モンテカルロ法 (MCMC=Markov Chain Monte-Carlo
methods)
マルコフ連鎖は確率過程 (stochastic process)の 1分類．
⇝ 来週以降 今から
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MCMC によるベイズ推定 二項モデルのベイズ推定への MCMC 適用例

二項モデル（複数のベルヌイ分布） Hoff ベイズ §3.1 計算科学 I(2024)L03

値が不明なパラメタ 𝜃 の確率で表 𝑌 = 1が出るコインを 𝑁 回投げた結
果を，𝑌1, … , 𝑌𝑁 = 0, 1 とする．
𝑌𝑖は独立同分布にしたがう．𝑌𝑖

i.i.d.∼ B(1, 𝜃) (𝑛 = 1, 𝑝 = 𝜃 の二項分布).
𝜃 の確率分布を 𝑦1, … , 𝑦𝑁 の情報で更新していきたい．
𝑁 = 1 のとき，𝑌1 = 𝑦1 を得る確率は（なぜか given | を使って），

𝑓y|�(𝑦1|𝜃) = 𝜃𝑦1(1 − 𝜃)1−𝑦1 .

一般の𝑁 のとき，

𝑓y|�(𝑦1, … , 𝑦𝑁|𝜃) = 𝜃∑𝑖 𝑦𝑖(1 − 𝜃)𝑁−∑𝑖 𝑦𝑖 .
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MCMC によるベイズ推定 二項モデルのベイズ推定への MCMC 適用例

𝜃 の分布

𝜃 についての主観的確率（信念）は，連続型確率変数 Θ で表現できる．
何の先入観も持たないときの事前確率密度はΘ ∼ U(0, 1), すなわち，一
様分布

𝑓�(𝜃) = {
1 (0 ≤ 𝜃 ≤ 1)
0 (他)

と考えられる．
このとき，𝑓y|�(𝑦1, … , 𝑦𝑁|𝜃) は条件付き確率であることが納得できる．
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MCMC によるベイズ推定 二項モデルのベイズ推定への MCMC 適用例

ベイズの定理より，𝑌1 = 𝑦1, … , 𝑌𝑁 = 𝑦𝑁 という結果を得たときの Θ の
事後確率密度は，

𝑓�|y(𝜃|𝑦1, … , 𝑦𝑁) =𝑓(𝑦1, … , 𝑦𝑁, 𝜃)
𝑓y(𝑦1, … , 𝑦𝑁)

=
𝑓y|�(𝑦1, … , 𝑦𝑁|𝜃)𝑓�(𝜃)

𝑓y(𝑦1, … , 𝑦𝑁)

=𝜃∑𝑖 𝑦𝑖(1 − 𝜃)𝑁−∑𝑖 𝑦𝑖 ⋅ 1
𝑓y(𝑦1, … , 𝑦𝑁)

(0 ≤ 𝜃 ≤ 1)

分子だけ見ると 𝜃 依存性はわかるが，𝑍 =分母まで正確に求めよう．

𝑓y(𝑦1, … , 𝑦𝑁) = ∫
1

0
𝑝(𝑦1, … , 𝑦𝑁, 𝜃)d𝜃 = ∫

1

0
𝜃∑𝑖 𝑦𝑖(1−𝜃)𝑁−∑𝑖 𝑦𝑖 ⋅1d𝜃 = …

ベータ分布，ベータ関数の迷宮へ 計算科学 I(2024)L03

「厳密解」Θ|𝑦1, … , 𝑦𝑁 ∼ beta(1 + ∑ 𝑦𝑖, 1 + 𝑁 − ∑ 𝑦𝑖).
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MCMC によるベイズ推定 二項モデルのベイズ推定への MCMC 適用例

MCMCの言葉では

マルコフ連鎖の状態 𝑥, 𝑦 = 𝜃 ∈ 𝑆 = [0, 1].
ややこしい…上の 𝑌は別の確率変数なので，ここでは状態を 𝑥 = 𝜃, 𝑦 = 𝜙
と書く．
提案分布の確率密度は 𝑞𝜃𝜙 = 1 などでもよい. 対称なのでメトロポリス
法でいい．

𝑀𝜃𝜙 = min{1, 𝜃∑𝑖 𝑦𝑖(1 − 𝜃)𝑁−∑𝑖 𝑦𝑖

𝜙∑𝑖 𝑦𝑖(1 − 𝜙)𝑁−∑𝑖 𝑦𝑖
}.

上の𝑀の計算には何も難しいところがない．𝜙 は今のパラメタ，𝜃 は提
案された次のパラメタ．𝑦1, … , 𝑦𝑁 は観測結果のデータで，MCMCの実
行中は単なる整数定数．

𝑞𝜃𝜙 = 5I[|𝜃−𝜙|=0.1](𝜃) などとしてもいいが，端 𝑦 = 0, 1 では対称でな
くなるのでメトロポリス-ヘイスティングス法で．
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MCMC によるベイズ推定 二項モデルのベイズ推定への MCMC 適用例

サンプル Colab 参照

樋口さぶろお (数理・情報科学コース) L15 MCMC によるベイズ推定 計算科学特論 (2024) 11 / 16



MCMC によるベイズ推定 二項モデルのベイズ推定への MCMC 適用例

L15-Q1

Quiz(ポアソン分布のベイズ推定)
確率変数 𝑌 は，未知のパラメタ 𝜃 のポアソン分布 Po(𝜃),
Y=pymc.Poisson('Y',mu=q) にしたがう．
𝑌 のデータとして，5, 7, 5, 9, 8 を得た．
𝜃 の事前分布をパラメタ 𝑎 = 2, 𝑏 = 4のガンマ分布 gamma(2, 4),
q=pymc.Gamma('q',alpha=2,beta=4)

𝑓(𝜃) = 1
Γ(2)42 𝜃e−𝜃/4

として，PyMCで，𝜃 の事後分布のグラフを描き，94% HDI を求めよう．

計算科学 I(2024)L15 Colab（𝑌のことを𝑋obs と書いてる）, 計算科学 I(2024)L05 を参
考にしよう．
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MCMC によるベイズ推定 二項モデルのベイズ推定への MCMC 適用例

統計的プログラミング言語

scipy.stats: Python のライブラリ
R: 統計計算環境
PyMC: Python に閉じてMCMCを実行するライブラリ

▶ 抽象化されている．できることしかできない．
▶ 宣言的

PyStan, RStan: Python, Rの中から Stanを実行するドライバ
Stan: MCMCの実行に特化したソフトウェア

▶ 詳細な指定．やり放題．
▶ 手続き的？

WinBUGS, OpenBUGS: MCMCの実行に特化したソフトウェア
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MCMC によるベイズ推定 周辺的話題

応用:物理の人が考えた画像生成モデル

確率変数 𝑥 = {𝑠𝑖𝑗}. 𝑤 × ℎの 長方形状に並んだ画素. 簡単のため
0 ≤ 𝑠𝑖𝑗 ≤ 28 − 1 (グレイスケール).

画像が得られる確率 𝑓(𝑥) = 1
𝑍

∏
(𝑖,𝑗),(𝑘,𝑙)が辺で連結

𝑔(𝑠𝑖𝑗, 𝑠𝑘ℓ).

辺の (pairwise な)確率 𝑔(𝑠, 𝑠′) = (𝑠, 𝑠′が近い階調ほど大). (程度により
画風が変わる).
MHの提案確率

𝑞𝑥′𝑥 = {
1

𝑤ℎ
1
28 (𝑥′ は, 𝑥 の 1画素 𝑠𝑖𝑗 だけを 0 ≤ 𝑠′

𝑖𝑗 < 28 に変更したもの)
0 (他)

MHの採択確率
𝑞𝑥′𝑥 × min{1, •} = 𝑞𝑥′𝑥 × min{1, 𝑔(𝑠′

𝑖𝑗,隣)𝑔(𝑠′
𝑖𝑗,隣)𝑔(𝑠′

𝑖𝑗,隣)𝑔(𝑠′
𝑖𝑗,隣)

𝑔(𝑠𝑖𝑗,隣)𝑔(𝑠𝑖𝑗,隣)𝑔(𝑠𝑖𝑗,隣)𝑔(𝑠𝑖𝑗,隣)}
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MCMC によるベイズ推定 周辺的話題

応用:シミュレーティッドアニーリング

確率的勾配降下法 SGD=Stochastic Gradient Descentの祖先
エネルギー 𝜙, 外部パラメタ (逆温度) 𝛽 ∶ 0 → +∞.

Step1 𝜃[0] ∶= 適当な初期値
Step2 改善

Step2.2 𝜃[𝑡+1] = 𝜃[𝑡]+ ランダムな小さいベクトル
Step2.3 もし 𝜙(𝜃[𝑡+1]) ≤ 𝜙(𝜃[𝑡]) なら Step2終了, そうでな

ければ,
Step2.3.1 𝑅 ∼ 𝑈(0, 1) ([0, 1)連続型一様乱数)
Step2.3.1

𝑅 < e−𝛽𝜙(𝜃[𝑡+1])

e−𝛽𝜙(𝜃[𝑡])

なら 𝜃[𝑡+1] を返す. そうでなければ元の
𝜃[𝑡+1] ∶= 𝜃[𝑡] を返す.

Step2.4 𝛽 を少し増やす.
Step3 実質的に ‘収束’したなら 𝜃[𝑡+1] を出力して終了,

そうでなければ, 𝑡 ∶= 𝑡 + 1 して Step2にもどる

−2 2

−1

1

2

3

𝜃

𝜙
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