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Fourier 級数

[2-1] Fourier 級数展開

次の周期 L の周期関数 f(x) を

f(x) =
∞∑

n=−∞
fn

1√
L

e2πnix/L (1)

と展開した時の fn を求めよ. なお, 基本周期 −L
2

< x < L
2
だけを下に与

える.

f(x) = sin
2πx

L
sin

4πx

L
(2)

f(x) =1−
∣∣∣∣
2

L
x

∣∣∣∣ (3)

f(x) =

{
1 (|x| < L

4
)

0 otherwise
(4)

[2-2] 微分方程式の特解

強制振動の方程式

mx′′(t) + mγx′(t) + mω2
0x(t) = ma cos ωt (5)
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の特解を, 解 x(t) が

x(t) =
∞∑

n=−∞
an

1√
2π/ω

exp(inωt) (6)

と展開されると仮定して求めよ.

[2-3] 微分方程式の特解

強制振動の方程式

mx′′(t) + mω2
0x(t) = mag(t) (7)

の特解 x(t) を, Fourier 級数として求めよ. ただし, g(t) は周期 T の関数
で, 基本周期 [−T

2
, T

2
] で

g(t) =

{
−1 (−T

2
< t < 0)

+1 (0 < t < T
2
)

. (8)

Fourier 変換

[2-4] Fourier 変換

次の関数の Fourier 変換を求めよ. ただし, a, ` > 0 は定数.

f(x) =

{
e−ax (x ≥ 0),

0 otherwise,
(9)

f(x) =

{
1− |x| (|x| ≤ 1),

0 otherwise,
(10)

f(x) =e−a2x2

(11)

Hint. Gauss 積分
∫ ∞

−∞
dx e−a2x2

=
√

π/a. (12)
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[2-5] δ-関数

(超)関数で

任意の関数 f(x) に対して
∫ ∞

−∞
dx f(x)δ(x) = f(0) (13)

あるいは

f(0) = ∞, f(x) = 0 (x 6= 0),

∫ ∞

−∞
dx δ(x) = 1 (14)

を満たすような関数 δ(x)を delta関数という. Delta関数の一つの表示は

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx (15)

である.

1. f(x) = eikx の Fourier 変換を求めよ.

2. Delta 関数の Fourier 変換を求めよ.

3. δ(ax) = 1
|a|δ(x) を示せ.

4. x = x0 が f(x) の唯一の零点であるとき, δ(f(x)) = 1
|f ′(x0)|δ(x − x0)

を示せ.

5. δ(x2 − a2) = 1
|2a|(δ(x− a) + δ(x + a)) を示せ.

[2-6] Fourier 変換と波動方程式

無限区間 −∞ < x < ∞ で波動方程式
∂2u

∂t2
(x, t) = v2∂2u

∂x2
(x, t) (16)

を考える. 時刻 t = 0 で,

u(x, 0) = u0 exp(−x2/a2),
∂

∂t
u(x, 0) = 0 (17)

だったとする. 以後の時刻での u(x, t) を, 次の手順で求めよ.

1. Fourier 積分表示 f(x, t) = 1√
2π

∫∞
−∞ dka(k, t)eikx を代入して, a(k, t)

の満たす微分方程式を求める.

2. u(x, 0), u̇(x, 0) を Fourier 変換して a(k, 0), ȧ(k, 0) を求める.

3.時間について積分して, a(k, t) を求める.

4.逆 Fourier 変換で f(x, t) を求める.
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[2-7] Fourier 変換に関する恒等式

関数 f(t), fi(t) の Fourier 変換をそれぞれ F (ω), Fi(ω) とする. すな
わち

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dωF (ω)eiωt. (18)

次の関数の Fourier 変換を求めよ.

f(t− t0) (19)

f (n)(t) (20)

f(t)eiω0t (21)

tnf(t) (22)

f1(t)× f2(t) (23)

f1(t) ∗ f2(t) :=

∫ ∞

−∞
f1(t)f2(t− τ)dτ (24)

演算 ∗ のことを convolution (たたみこみ) という.
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