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[5-1] 演算子

次の演算子を x の関数 1(恒等関数), x, exp kx に作用させてみよ. ただ
し, a, b ∈ C は定数. これらが線型演算子であることを納得せよ.

f(x) 7→(a + b d
dx

)f(x), (1)

f(x) 7→(a + bx)f(x), (2)

f(x) 7→
∫ 1

0

dy ex+yf(y). (3)

また, 次のような演算子は線型でないことを納得せよ.

f(x) 7→ A, f(x) 7→ f(x) + A, f(x) 7→ (f(x))2.
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[5-2] 演算子の固有値, 固有関数

次の演算子の固有値, 固有関数 f(x) をみつけよ (それですべてである
ことは示さなくてもよい).

− d2

dx2
,

−√−1
d

dx
,

− d2

dx2
+ a,

a = a× 1, [1 : f(x) 7→ f(x)]

x, [x : f(x) 7→ x× f(x)].

[5-3] 固有 vector 展開 (微分方程式)

時刻に依存する vector 変数~x(t) =
(

x1(t)
x2(t)

)
が, 微分方程式

d2

dt2
~x(t) = M~x(t), ただし M =

(
−2 −i

i −2

)

にしたがって時間発展する. 初期条件は

~x(0) =

(
1

0

)
,

d

dt
~x(0) =

(
1

1

)
.

次の手順で解 ~x(t) を求めよ.

1.行列 M の固有値, (規格直交)固有 vector λi, ~vi を求める.

2.固有 vector ~vi を基底として, ~x(0), d
dt

~x(0)をその線型結合としてかく.

3.固有 vector ~vi を基底として, 解を

~v(t) =
∑
j=1,2

aj(t)~vj

とかく. このとき, 係数 aj(t) の従う微分方程式を求め, 解く.

4.初期条件を満たす解 ~v(t) を求める.
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[5-4] 固有関数展開 (微分方程式)

時刻 t にも依存する x の関数 f(x; t) が, 微分方程式

∂2

∂t2
f(x; t) = Af(x; t)

にしたがって時間発展する. ただし, A は演算子 A = v2 ∂2

∂x2 . (v は定数).

初期条件は

f(x; t = 0) = exp(−x2/a2),
∂

∂t
f(x; t = 0) = 0.

次の手順で解 f(x; t) を求めよ.

1.演算子 A の固有値, 固有関数 φλ(x) を求める.

2.固有関数 φλ(x) を基底として, 解を

f(x; t) =

∫
dλ Fλ(t)φλ(x)

とかく. このとき, 係数関数 Fλ(t) の従う微分方程式を求め, 解く.

3. f(x; t = 0), ∂
∂t

f(x; t = 0) を固有関数 φλ(x) の線型結合としてかく.

4.初期条件を満たす解 f(x; t) を求める.
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