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A を演算子, |ψ〉 , |φ〉 を状態とするとき, 状態 |ψ〉 と |Aφ〉 との内積
〈ψ|Aφ〉 のことを 〈ψ|A|φ〉 ともかく.

Hermite 共役演算子

A を演算子とする. 演算子 B が, 任意の状態 ψ, φ について

〈ψ|A|φ〉 = 〈φ|B|ψ〉∗(≡ 〈Bψ|φ〉) (1)

をみたすとき, BをAの Hermite 共役演算子といい, B = A† とかく. す
なわち,

∀ |ψ〉 , |φ〉 〈ψ|A|φ〉 =
〈
A†ψ|φ〉

. (2)

Hermite 演算子

演算子 A が, 関係 A = A† をみたすとき, A を Hermite 演算子という.

すなわち

A が Hermite 演算子⇔ ∀ |ψ〉 , |φ〉 〈Aψ|φ〉 = 〈ψ|A|φ〉 (3)

Unitary 演算子

演算子 A が, 関係 AA† = A†A = 1 ををみたすとき, A を unitary 演算
子という. すなわち

A が unitary 演算子⇔ ∀ |ψ〉 , |φ〉 〈A−1ψ|φ〉 = 〈ψ|A|φ〉 (4)
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[9-1] Unitary 演算子の性質

1.座標 x ∈ R の関数に作用する演算子 i×, 2×, x× を考えたとき, これ
らの演算子の Hermite 共役を求めよ. これらの演算子は Hermite 演
算子あるいは unitary 演算子か.

2. Unitary 演算子 U について 〈Uψ|Uφ〉 = 〈ψ|φ〉 を示せ.

3. Unitary 演算子の固有値は 絶対値 1の複素数であることを示せ.

[9-2] Unitary 演算子と基底変換

{|aj〉}j∈N, {|bj〉}j∈N, {|cj〉}j∈N をそれぞれ正規直交完全系とする. 演算
子 U を

U =
∑

j∈N
|bj〉 〈aj| (5)

と定義する.

1.状態 U |ak〉 を求めよ.

2.演算子 U が unitary であることを示せ.

3.行列 Ujk = 〈cj|U |ck〉 が unitary 行列であることを示せ.

[9-3] 表示の変更

上の問の状況を考える.

1.ある状態 |ψ〉 が

|ψ〉 =
∑

k

Ak |ak〉 =
∑

k

Bk |bk〉 (Ak, Bk ∈ C) (6)

と展開されるとする. 係数 Ak, Bk が, 行列 Vij =
〈
ai|U †|aj

〉
によって

Bj =
∑

k

VjkAk (7)

と関係づけられることを示せ.

2. X を演算子とする. 複素行列 Xij = 〈ai|X|aj〉 の成分を, 基底 |ak〉 の
もとでの X の行列要素という. 基底 |ak〉 のもとでの行列要素と基
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底 |bk〉 のもとでの行列要素が

〈bj|X|bk〉 =
∑
m,n

〈
aj|U †|am

〉〈am|X|an〉〈an|U |ak〉 =
〈
aj|U †XU |ak

〉

(8)

と関係づけられることを示せ.

3.演算子 X の trace を

trX =
∑

k

〈ak|X|ak〉 (9)

で定義する. Trace が基底によらないことを示せ.

Remark.任意の unitary 演算子 U について trX = trU †XU .

4.演算子 X と U †XU の固有値の組は等しいことを示せ.

Remark.これは任意の unitary 演算子 U について正しい.

[9-4] 時間推進

時刻 t ∈ R に依存する状態 |ψt〉 の従う方程式

−i
∂

∂t
|ψt〉 = X |ψt〉 (10)

を考える. ここで, X は 時刻 t に依存しない Hermite 演算子. 状態の微
分は

∂

∂t
|ψt〉 = lim

∆t→0

1

∆t
(|ψt+∆t〉 − |ψt〉) (11)

で定義される.

1. |ψt〉 = eiXt |ψ0〉が解になっていることを示せ. ここで, 演算子 U(t) =

eiXt は ‘時間推進演算子’ と解釈される. ただし, 演算子の exp は巾
級数

eX =
∞∑

n=0

1

n!
Xn (12)

で定義される.
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2.演算子 eiXt が unitary 演算子であることを示せ. ただし, Hermite 共
役 † の性質

(X1X2)
† = X†

2X
†
1, (X1 + X2)

† = X†
1 + X†

2 (13)

を使ってよい.

3.内積 〈ψt|ψt〉 が t によらないことを示せ.
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