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4.1 Bra, ket vectorと正規直交完全系
問題

1. 関数系 fφkgk2N を考える. この関数系が正規直交系であるということの定義
を, bra, ket記号 hj; jiを用いて書け.

2. 以下,この関数系が正規直交系であるとする. ある関数 ψが,係数 ck 2 C を用
いて,

ψ(x) = ∑
k2N

ckφk(x) (4.1Q.1)

と表されているとする. ck = hφkjψiを示せ.

3. j f i ; jgiが jφkiを用いて,

j f i=∑
k

f k jφki ; jgi=∑
k

gk jφki (4.1Q.2)

と展開されるとする.このとき,内積が

h f jgi=∑
k

f k�gk (4.1Q.3)

と書けることを示せ.
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4. 任意の波動関数 ψが,ある係数 ck 2 C を用いて,式 (4.1Q.1)のように表される
とき,関数系 fφkgk2N は完全系であるという. 完全系であることと, ‘閉包の式’

1 = ∑
k2N

jφkihφkj (4.1Q.4)

が成立することとが同値であることを示せ.

4.2 δ-関数
問題

(超)関数で

任意の関数 f (x) に対して
Z ∞

�∞
dx f (x)δ(x) = f (0) (4.2Q.1)

あるいは

f (x) =

(
∞ (x = 0)

0 (otherwise)
;

Z ∞

�∞
dx δ(x) = 1 (4.2Q.2)

を満たすような関数 δ(x)を delta関数という. Delta関数の一つの表示は

δ(x) =
1

2π

Z ∞

�∞
dk eikx (4.2Q.3)

である.

1. Delta関数の Fourier変換を求めよ.

2. f (x) = 1p
2π

eikxの Fourier変換を求めよ.

3. δ(ax) = 1
jajδ(x)を示せ.

4. x = x0が f (x)の唯一の零点であるとき, δ( f (x)) = 1
j f 0(x0)jδ(x� x0)を示せ.

5. δ(x2�a2) = 1
j2aj(δ(x�a)+δ(x+a))を示せ.
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4.3 Fourier変換と bra, ket記法
問題

2つの正規直交完全系 λy(x) = δ(x� y);(x 2 R), φk(x) =
1p
2π

eikx
;(k 2 R)を考える.

1. 閉包の式

1 =
Z

dk
��λy

�

λy
��= Z

dk jyihyj (4.3Q.1)

の両辺に,左から hkj ,右から関数 f (x)に対応する j f iを作用させた結果を,普
通の記法で書け.

2. 閉包の式

1 =
Z

dk jφkihφkj=
Z

dk jkihkj (4.3Q.2)

の両辺に,左から hxj ,右から関数 f (x)に対応する j f iを作用させた結果を,普
通の記法で書け.

3. 閉包の式

1 =
Z

dk jφkihφkj=
Z

dk jkihkj (4.3Q.3)

の両辺に,左から hxj , jyiを作用させた結果を,普通の記法で書け.

4. f (x);g(x)の Fourier変換をそれぞれ F(k);G(k)とする. 関係
Z

dk F�(k)G(k) =
Z

dx f �(x)g(x) (4.3Q.4)

を, bra, ketの記号を用いて書き,証明せよ.

4.4 Fourier変換に関する恒等式
問題

関数 f (t); fi(t)の Fourier変換をそれぞれ F(ω);Fi(ω)とする. すなわち

f (t) =
1p
2π

Z ∞

�∞
dωF(ω)eiωt

: (4.4Q.1)
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次の関数の Fourier変換を求めよ.

f (t � t0) (4.4Q.2)

f (n)(t) (4.4Q.3)

f (t)eiω0t (4.4Q.4)

tn f (t) (4.4Q.5)

f1(t)� f2(t) (4.4Q.6)

f1(t)� f2(t) :=
Z ∞

�∞
f1(t) f2(t� τ)dτ (4.4Q.7)

演算 �のことを convolution (たたみこみ)という.
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