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[9-1] ゲージ変換
磁場 B 中の電荷 e の粒子の Hamiltonian は

H =
1

2m
(p− eA(x))2 + U(x)(1)

で与えられる. ただし, U(x) はポテンシャル, A は磁場を表すベクトルポテンシャル:

∇×A = B.

1. ベクトルポテンシャルにゲージ変換A′(x) = A(x) +∇χ(x) を施しても, 磁場 B に
は変化がないことを示せ. ただし χ(x) は実スカラー関数.

2. ψ(x) をベクトルポテンシャル A のもとでの Hamiltonian の固有関数とする. ゲー
ジ変換されたベクトルポテンシャルA′(x) = A(x) +∇χ(x) のもとでは,

ψ′(x) = exp(ieχ(x)/h̄)ψ(x)(2)

が Hamiltonian の固有関数になることを示せ [1, 問題 3-6[3]].

Remark 物理を変えないゲージ変換のもとで, 波動関数は位相だけ変化する.

[9-2] 磁場中の自由粒子

1. 3 次元空間の質量 m, 電荷 e の自由粒子を考える. px, py, pz の同時固有状態 (固有値
h̄kx, h̄ky, h̄kz ) が Schrödinger 方程式を満たすことを示し, その状態のエネルギーを
求めよ.

2. 磁場B(x)があるとする. Π := p−eA(x)と定義するとき,これを用いて Hamiltonian

をかけ. A はベクトルポテンシャル. このとき px, py, pz の同時固有状態は, 一般には
Hamiltonian の固有状態ではないことを説明せよ.
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3. 磁場 B が一様で z-軸に平行であるとする: B = Bez. この磁場を表すベクトルポテ
ンシャル A(x) をひとつかけ.

4. このとき, 交換関係 [Πx, Πy] を求めよ.

5. 1 次元の調和振動子との類推で, エネルギー固有値が

Ekz ,n =
h̄2k2

z

2m
+
|eB|h̄

m

(
n +

1

2

)
(n ∈ Z≥0)(3)

とかけることを説明せよ.

Hint 適当にスケール倍すれば, Πx, Πy の交換関係, Hamiltonian への現れ方は, 調和振動
子の q, p のそれと同じである.

[9-3] 1次元の井戸型ポテンシャル
質量m の粒子が, 1次元空間を, 幅 2a, 深さ U0 の ‘井戸型’ポテンシャル

U(x) =





0 x < −a 領域 I

U0(< 0) |x| < a 領域 II

0 x > +a 領域 III

(4)

のもとで運動している. 束縛状態のエネルギーを求めよ (注: エネルギーは超越関数を含ん
だ方程式の根として与えられるが, その方程式は解けないので, 方程式をできるだけ簡単化
するだけでよい). 基底状態, いくつかの励起状態の波動関数の概要を示せ.

解き方が思いうかばない人は, 以下の手順に従ってもよい. 規格化は気にしなくてよい.

1. エネルギーを E とおき, 領域 I, II, III で, それぞれ Schrödinger 方程式を解け (それ
ぞれ, 2 つの解の線型結合となる).

2. 領域 I, III で, |x| → ∞ での境界条件を課せ (一方の解のの係数が 0 になる).

3. 点 |x| = a で, 2つの波動関数が正しく接続するという条件を課せ.
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