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[12-1] スピン
電子はスピン 1/2 を持つ. スピン演算子 S = (Sx, Sy, Sz) は, 以前に導入した角運動量演
算子L = (Lx, Ly, Lz) で, j = 1/2 に制限したものと同じである [復習すると, L2, Lz の同
時固有関数を ψjm とかき, L2ψjm = j(j + 1)h̄ψjm, Lzψjm = mh̄ψjm.].

1. 昇降演算子 L± := Lx ± iLy を定義すると,

L±ψjm =
√

(j ∓m)(j ±m + 1)h̄ψj m±1(1)

なのだった.

Sz の ms = ±1/2 の固有状態をそれぞれ,

α =

(
1

0

)
(= ψ1/2 +1/2), β =

(
0

1

)
(= ψ1/2 −1/2)(2)

という表示をとる. このとき, S± = Sx± iSy, Sz を行列表示せよ. これから, Sx, Sy の
行列表示を求めよ.

2. Sy の行列の固有値, 固有ベクトルを求めよ. 規格化されたスピン状態

aα + bβ =

(
a

b

)
(3)

に対して, Sy を測定した時, 結果として +h̄/2 を得る確率はどれだけか.

Hint ベクトル aα + bβ を Sy の固有ベクトルの線型結合として書く.
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[12-2] スピン

1. 電子の z 方向のスピンを測定し, 上向き (Sz = +h̄/2) の電子だけを透過させるよう
なフィルターがある. 電子線を, このフィルターを通し, その後, x 方向のスピンを測
定する. どのような状態がどのような確率で得られるか.

2. 同様に, フィルター透過後, z-軸と θ の角をなす z′-軸に平行なスピンを測定した場合
にはどうか.

Hint. z′-軸方向の スピン演算子 Sz′ を, Sx, Sy, Sz の線型結合としてかけ.

[12-3] 変分法
ポテンシャル

V =

{
0, for |x| < a

∞, for |x| > a
(4)

のもとで運動する 1 次元の量子力学的粒子を考える.

ポテンシャルの形から, 波動関数 Ψ(x) には, 境界条件

Ψ(x) = 0 for |x| > a(5)

が課される (もちろん, Ψ は |x| = a で連続である).

この問題を変分法で解こうとするとき, 上の境界条件から, 試行関数として, 例えば,

Ψλ(x) = aλ − |x|λ(6)

を思いつく ( λ ∈ R は変分パラメタ).

1. この試行関数を用いて, 変分法で, 基底エネルギーの近似値を求めよ.

2. この系の厳密な基底状態は,

Ψ(x) =





1√
a
cos πx

2a
for |x| < a

0 for |x| > a
(7)

であることが示せる. これから厳密な基底エネルギーを計算し, 上の近似値と比較
せよ.
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