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教科書を買っていない人のための非定常状態の摂動論

非摂動 Hamiltonian H0 に時間に依存する摂動 λV (t) が加わって H = H0 + λV (t) と
なったとする (λ ¿ 1). 波動関数 Ψ(x, t) に対する Schrödinger 方程式は

ih̄
∂Ψ

∂t
= [H0 + λV (t)]Ψ.(1)

波動関数 Ψ(x, t) を, 非摂動 Hamiltonian H0 の固有関数 ψs(x) (エネルギー固有値 Es) で

Ψ(x, t) =
∑
s

as(t) exp
(
− i

h̄
Est

)
ψs(x)(2)

と展開する. このとき as の時間発展を決める方程式は
das(t)

dt
= − i

h̄

∑
m

am(t)λ〈ψs|V (t)|ψm〉 exp
(

i

h̄
(Es − Em)t

)
(3)

である.

とくに, 時刻 t = 0 で系が状態 ψn にあったとき, 摂動の 1次で

am(t) = δmn − i

h̄

∫ t

0
dt′λ〈ψn|V (t′)|ψm〉 exp

(
i

h̄
(En − Em)t′

)
.(4)

[13-1] 時間に依存する摂動論
2 つの状態を持つ量子力学的系があり, その Hamiltonian 行列が

H0 =

(
E1 0

0 E2

)
(5)

と書かれる. 系は時刻 t = 0 に, 状態 t(1, 0) にあった. 摂動

λV (t) = λ

(
0 cos ωt

cos ωt 0

)
(ω ∈ R, λ ¿ |E1 − E2|)(6)

が加わり全 Hamiltonian が H = H0 + λV (t) となる. 時刻 t > 0 に系が 状態 t(0, 1) にあ
る確率を, 時刻に依存する摂動論を用いて λ の 1 次まで計算せよ. ただし, |E1 −E2 ± h̄ω|
はあまり小さくないと仮定してよい.
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[13-2] 指数関数的に減少する力
1 次元の調和振動子

H =
p2

2m
+

1

2
mω2

0x
2(7)

を考える. 生成消滅演算子は b, b† =
√

mω
2h̄

(
x± ip

mω

)
で定義されるのだった.

時刻 t < 0 では, 系は基底状態にあったとする. 時刻 t ≥ 0 で摂動として, 力

F (t) = F0 exp[−t/τ ](8)

が加わったとする (F0, τ ∈ R は定数). 時刻 t ≥ 0 で系が第 1励起状態にある確率を求め,

極限 t →∞ でこの確率がある値に収束することを示せ. 1次の摂動論の範囲で, 第 2以上
の励起状態への遷移は起こるか.

[13-3] 定数的な摂動
2つのエネルギー固有状態 ψ1, ψ2, (エネルギー固有値 E1, E2) を持つ系を考える:

H0 =

(
E1 0

0 E2

)
(9)

時刻 t = 0 では, 系は ψ1 にあるとする.

摂動

V (t) =





0 (t < 0)

V =

(
V11 V12

V ∗
12 V21

)
(t ≥ 0)

(10)

が加わる. ただし, Vjk そのものは時刻によらない. 時刻 t > 0 で系が ψ2 にある確率を 1

次の摂動論で求めよ. また, 系の時間発展を厳密に解き, 比較せよ.
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