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[3-1] 固有状態, 規格直交性, 期待値

有限な 1 次元空間 0 < x < L に拘束された粒子の波動関数

ψn(x) = An sin
nπx

L
(1)

を考える. An ∈ C, n ∈ N.

1.この波動関数が, 自由粒子の Hamiltonian H = − h̄2

2m
d2

dx2 の固有関数
であることを示せ. 固有値を求めよ.

2.規格化定数 An を適当に定めて, {ψn} が正規直交系となるように
せよ.

3.上の波動関数の重ねあわせ

φ(x) = ψ1(x)− 2
√−1ψ2(x) (2)

を定義する. 状態 ψ1(x), φ(x) についてそれぞれ, 粒子のエネルギー
を測定すると, どのような確率でどのような結果が得られるか.

4.状態 ψ1(x), φ(x) についてそれぞれ, エネルギーの期待値を求めよ.

5.状態 ψ1(x), φ(x) についてそれぞれ, 位置の期待値を求めよ.

[3-2] 同時対角化可能性

1.演算子 A,B が可換であるとする. 波動関数 φ が, 演算子 A の固有
値 a の固有関数であるとする. 波動関数 Bφ も, 演算子 A の固有値
a の固有関数であることを示せ.
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2.演算子 A の固有値 a の固有関数は, φ (とその定数倍)しかないとす
る. (これを, ‘固有値 a に縮退がない’ という). このとき, φ は B の
固有関数でもあることを示せ.

[3-3] 並進演算子

演算子 x, p = −ih̄(d/dx) を 1次元の位置, 運動量演算子とする. すな
わち, [x, p] = ih̄.

1.交換子 [x, exp(ipa/h̄)] を求めよ. a は実数.

Hint. exp を巾級数展開するか, 次の事実を使う. “ [[A,B], B] = 0 なら,

[A, f(B)] = [A,B]f ′(B).”

2.波動関数 ψ0(x) を, 演算子 x の固有関数とする. 固有値を x0 とする.

すなわち, xψ0(x) = x0ψ0(x). 波動関数 exp(ipa/h̄)ψ0(x) も演算子 x

の固有関数であることを示せ. 固有値は何か (上の交換子が計算でき
れば, ψ0(x) の具体的な形はいらないはず).

Hint. x exp(ipa/h̄)ψ0(x) = (固有値)× exp(ipa/h̄)ψ0(x) がいえればよい.

3.演算子 exp(ipa/h̄) にはどのような直観的意味があるか.

[3-4] 正規直交完全系

1.波動関数系 {φk}k∈N を考える. この波動関数系が正規直交系である
ということの定義を, bra, ket 記号 〈, 〉 を用いて書け.

2.以下, この波動関数系が正規直交系であるとする. ある波動関数 ψ

が, 係数 ck ∈ C を用いて,

ψ(x) =
∑

k∈N
ckφk(x) (3)

と表されているとする. ck = 〈φk|ψ〉 を示せ.

3.任意の波動関数 ψ が, ある係数 ck ∈ C を用いて, 式 (3) のように表
されるとき, 波動関数系 {φk}k∈N は完全系であるという. 完全系であ
ることと, ‘閉包の式’

1 =
∑

k∈N
|φk〉 〈φk| (4)

が成立することとが同値であることを示せ.
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