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水素原子

Bohr 半径を a0 = 4πε0h̄
2/e2m とするとき, 水素原子中の電子のエネル

ギー固有状態

ψn`m(r, θ, φ) = Rn`(r)Θ`m(θ)Φm(φ)

は主量子数 n, 方位量子数 `, 磁気量子数 m で特徴づけられる. ただし
n ≥ ` + 1, ` ≥ 0,−` ≤ m ≤ `. ここで, スピンは無視した. 上の波動関数
それぞれに, 上向き, 下向きのスピン波動関数との積を考えることができ
る. なお,

Φm(φ) = (2π)−1/2eimφ,

Θ00(θ) = 2−1/2, Θ10(θ) = (3/2)1/2 cos θ, Θ1,±1(θ) = ∓(3/4)1/2 sin θ,
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など. エネルギーは n のみに依存し,
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動径方向の積分に有用な公式として∫ ∞
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[8-1] 中心力場

中心力ポテンシャル U(r) のもとで 3 次元空間を運動する, 質量 m の
粒子の量子力学を考える.

1. (時間に依存しない) Schrödinger方程式をかけ.

2.極座標 (r, θ, φ)をとったとき,波動関数Ψ(r, θ, φ)がΨ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ)

と変数分離されるとする. R(r), Θ(θ), Φ(φ) の満たす方程式をかけ
(hint: 方位量子数, 磁気量子数にあたる新しい定数が 2つ現れる). た
だし, L2 は全角運動量演算子
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とすると Laplacian の極座標表示は次の通り.

∇2 =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
− 1

h̄2r2
L2

3. χ(r) := R(r)r と定義すると, χ(r) は, ポテンシャル

V`(r) = U(r) +
h̄2

2mr2
`(` + 1)

のもとで 1次元空間を運動する粒子の波動関数であることを示せ.

[8-2] 水素原子

(n, `, m)) = (2, 0, 0), (2, 1,m) について, 軌道の平均 2 乗半径 〈r2〉 を求
めよ.

[8-3] 水素原子

(n, `, m) = (2, 1, 1) に対して, 期待値 〈z〉, 〈z2〉 を求めよ.

[8-4] 水素原子

(n, `) = (1, 0) について, ポテンシャルエネルギー, 運動エネルギーの期
待値〈U(r)〉, 〈−p2/2m〉 を求めよ.
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