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[2-1] 角運動量の合成

Spin 1/2 を持つ 2つの fermion i = 1, 2 があり, その spin 演算子を Si = (Six, Siy, Siz)

とかく. S2
i と Siz の同時固有状態を vi± とする. すなわち

S2
i vi± =

1

2

(
1 +

1

2

)
h̄2vi±(1)

Sizvi± = ± h̄

2
vi±(2)

とする (いわば, v± ≡ ψ 1
2
± 1

2
). 演算子 S = (Sx, Sy, Sz) をS = S1 + S2 と定義する.

1. 状態 v1±v2± (複号同順でない) のうち, S2, Sz の同時固有関数であるものはどれか.

式

2S1 · S2 = S1+S2− + S1−S2+ + 2S1zS2z(3)

が有用かもしれない (S± := Sx ±
√−1Sy).

2. 上の spin 波動関数の適当な線形結合をとって, spin triplet, spin singlet の波動関数
を作れ.

[2-2] 交換演算子

上の記号のもとで,

1. Spin triplet, spin singlet は, spin 交換演算子 P σ
12v1av2b = v1bv2a の固有状態になって

いることを示せ. 固有値は何か.

2. P σ
12 =

1

2
+

2

h̄2S1 · S2(4)

を, 右辺を実際に 4 つの状態に作用させてみることにより示せ. 式 (3)を用いるとよ
いかもしれない.
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[2-3] Schwinger の振動子 model による角運動量

2つの (結合していない) 調和振動子 +,− を考える. その昇降演算子を a†±, a± と書
く. 交換関係は [a±, a†±] = 1 (複号同順)なのだった. また, 結合していないことから,

[a+, a−] = [a†+, a−] = [a+, a†−] = [a†+, a†−] = 0 である.

1. 演算子 J±(=: Jx ± iJy), Jz を

J± = h̄a†±a∓,(5)

Jz = (h̄/2)(a†+a+ − a†−a−)(6)

により定義すると, これは, 通常の角運動量代数の交換関係を満たすことを示せ.

2. 角運動量代数でいう J2 を ‘全個数演算子’ N = N+ +N− で表せ. ただし N± = a†±a±.

3. 固有状態 |jm〉 と |n+n−〉 の対応を見つけよ. ただし, N±|n+n−〉 = n±|n+n−〉.
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